Dénombrement.

Récurrence

EW Une grille de mots croisés peut étre vue
comme un 16-uplet de I'ensemble E={0; 1} ol la
présence du chiffre 1 indique que la case est noire.
Ainsi, la grille donnée en exemple correspond au
16-uplet :
(1;1;0;0;1;0;0;0;0;0;1;0;0;0;0;0).
Or le nombre déléments de E'® est égal a
2'® =65 536.
Il existe donc 65 536 telles grilles de mots croisés dif-
férentes.

73 a) Lorsque n =2, deux droites sécantes se
coupent en un point. Il y a donc un point d'intersec-
tion.
Lorsque n = 3, les trois droites se coupent en trois
points puisqu'elles ne sont pas concourantes. Il y a
donc 3 points d'intersection.
Lorsque n = 4, trois droites quelconques ne sont pas
concourantes donc la quatriéeme droite coupe en
3 points les trois premieres droites. Il y a donc
3 4 3 = 6 points d'intersection.
b) Trois droites quelconques ne sont pas concou-
rantes donc la (n+ 1)-iémedroite coupe en
n points les n premiéres droites qui se coupent en
u, points. Il'y a donc u, + n points d'intersection.
c) Pour tout entier naturel n =2, P(n) est la pro-
priété:« u, = nn=1) ».

2
22-1 _,

« Initialisation : pourn =2, u, = 1 et 3

La propriété P(2) est donc vraie.
« Hérédité : on suppose que, pour un entier naturel
k=2, la propriété P(k) est vraie c'est-a-dire que

U = @ (hypothése de récurrence).
Oruy, ¢ =u,+kdonc uy,, = k(kz_ Ui + k.
Ainsi, Uy, = kk=h | 2k _ (kDK

2 2 2

La propriété P(k + 1) est donc vraie.
« Conclusion : pour tout entier naturel n = 2, la pro-
priété P(n) est vraie, c'est-a-dire, pour tout entier
n(n—1)

S

[EEN a) La négation de cette affirmation est :

Il existe un entier naturel n tel que la propriété P(n) :
«n® =2 est positif » est fausse. Cette négation est
vraie. En effet, pour n = 1, 12 — 2 = — 1 est négatif,
donc P(1) est fausse.

b) La négation de cette affirmation est :

Pour tout entier naturel n, la propriété P(n) : «n® — n
est un multiple de 3 » est vraie. Cette négation est
vraie. En effet, on le démontre par récurrence :

+ Initialisation : Pour n =0, 0> — 0 =0 est un mul-
tiple de 3.

La propriété P(0) est donc vraie.

« Hérédité : on suppose que, pour un entier natu-
rel k, la propriété P(k) est vraie clest-a-dire qu'il
existe un entier naturel p tel que k> — k = 3p (hypo-
thése de récurrence).

Or(k+1)7° —(k+1) =K +3K+3k+1—k—1.
Donc (k+1)> — (k+ 1) = k> + 3K* + 3k — k.

Ainsi (k+1)° = (k+ 1) =3p + 3K* + 3k.

On en déduit que (k + 1)° — (k+ 1) est un multiple
de 3.

La propriété P(k + 1) est donc vraie.

« Conclusion : pour tout entier naturel n, la pro-
priété P(n) est vraie.

natureln =2, u, =

Combinatoire
et dénombrement

31 1. Comme les maillots sont indiscernables, on
ne tient pas compte de l'ordre. Dans cette situation,
on calcule donc des nombres de combinaisons.

12)
a) [ 5 ] =792
b) [g] =1 (il faut prendre tous les maillots).

2.Comme les maillots sont numérotés, on tient
compte de l'ordre. Dans cette situation, on calcule
donc des nombres de n-uplets déléments distincts.
a)12 x 11 x 10 x 9 x 8 =95 040

b) 12! =479 001 600.

3. Cette affirmation est vraie. Pour un seul maillot, il
y a 12 fagons de le choisir dans les deux cas. Pour
cing maillots, on a obtenu des résultats différents.

| 68 IS n )!:n(n—l)

(n—2
(=M 1
T (+2)! n(n+1)(n+2)
. n _(n—1!_n_l_n2—1
(n—1)! n! n n

« Le nombre de facons de tirer les deux chaus-

6| _
2]715.

Il'y a trois tirages ou les deux chaussures appar-

sures est

tiennent a la méme paire, par conséquent
3 1
P(A)=—==-.
*) 15 5
« Le nombre de tirages avec un pied droit et un pied

3

1

gauche est [ 1
9 3

PE®) 15 5

a)Si un ensemble a 8éléments, alors le
nombre de permutations de cet ensemble est
8! =40 320.

b) Si n et n’ sont deux nombres entiers naturels avec
n < n’, alors il y a moins de triplets d’'un ensemble
a n éléments que de triplets d’un ensemble a n’
éléments.

c)Si n et k sont deux nombres entiers naturels
égauyx, alors le nombre de combinaisons de k élé-
ments parmin est égal a 1.

d) Si n et m sont deux nombres entiers naturels tels
que n =2m et si E et F sont des ensembles a netm
éléments respectivement, alors le nombre de par-
ties de I'ensemble E est égal au carré du nombre
de parties de I'ensemble F.

><[3]:9, par conséquent

Corrigés

Vecteurs, droites
et plans de l'espace

On cherche la décomposition des vecteurs sur
la base (BA,BC,BD):
. E:ﬁ+ﬁ:7%(ﬁ+ﬁ)+§ﬁ
EG = —1BA— LBC+ 18D
2 6 3
- EC—ED + DK = ~5(OC + DA) + AB
. 31—
EK = —=BA — —BC +BD
2 2
On remarque donc que EK = 3EG : les vecteurs EK
et EG sont colinéaires et donc les points E, K et G
sont alignés.
[EI8 AB(4;—6;—2) et AM(2;a—4;b—5)
Les points A, B et M sont alignés si les vecteurs AB

et AM sont colinéaires ce qui se traduit par:

{g((‘;:g))z:g soita=1etb=4.
a) Cette implication est fausse.

b) Réciproque: Si 4, vV et w sont des vecteurs
non coplanaires alors ils sont deux a deux non coli-
néaires. Cette implication est vraie.

Corrigés



Corrigés

Orthogonalité et
distances dans l'espace

71 a)- OA(1;0;0) et OD(2;+2;2)
Donc OA-OD = 2.
D’autre part,

OA-OD = OA x OD x cos(Ké\D).

OrOA=1et OD =22 +v2° +42° = 242.

Donc 2 =1x 242 x cos(ﬁ))
dou cos(A/OTD) -2 Q
22 2
Ainsi une mesure de I'angle AOD est %rad.
. 0B(0;1;0)
Donc OB- 0D = /2.
D'autre part, OB - OD = OB x OD x cos(B/é\D).
OrOB =1.
Donc /2 = 1x 24/2 x cos(BOD)
V2 1
=3a" -
Ainsi une mesure de | angle BOD est grad.
. &(0 ;057
Donc OC-OD = /2.

D'autre part, OC-OD = OC x OD x cos(C/OI\D).
OroC=1.

Donc 2 = 1x 22 x cos C/OTD)
V2 1
202

Ainsi une mesure de | angle COD est Zrad.
Méthode 1: 3
1.a) BI- Al =Bi-(AK +KJ)

Donc Bi- A = BI- AK + BI - K.

b)Or AK =EJ et F est le projeté orthogonal du
point B sur la droite (EJ) donc:

Bi-AK = Bi-EJ = Fi-El.

dou cos(BOD

dou cos(COD

Ainsi B_l'-KR':—leEJ:—%x2zf1.

De plus, KI=BF etFestle projeté orthogonal du
point I sur la droite (BF) donc:

BI-KI=BI-BF =BF? =1 =1.

On enconclutqueﬁ~m:71+1:0.

<) Bi-DJ =Bi- (DA + A))

Donc Bi-DJ = BI-DA +Bi- Al.

Or la droite (DA) est orthogonale au plan (EAB),
donc la droite (DA) est orthogonale a toute droite
du plan (EAB).

En particulier, la droite (DA) est orthogonale a la
droite (BI).

Ainsi BI-DA =0 d'ott BI-DJ=0+0 = 0.

2. Gi-DJj = G- (DA + A))
Donc GI-DJ = Gi-DA + GI - Al.
Or Gi DA =Gi-GF = GF =1
De plus, a~ﬁ:a~(ﬁ+a)
Donc Gi-AJ = Gi-AE + GI -EJ.
Onaégalement:G?~A? =0etGI-EJ=FI-EJ=—1.
Ainsi GI-Al=0—1=—1 et GI-DJ=1-1=0.
Conclusion, la droite (DJ) est orthogonale a deux
droites sécantes (BI) et (GI) du plan (BGI). La droite
(DJ) est donc orthogonale au plan (BGI).
Méthode 2:
1. a) On choisit le repére orthonormé

(A; AB, AD, AE).

b) B_l'[fé;o;l], 5(2;71;1) et 61.[7%;71;0].

Ainsi BI-DJ=0 et Gi-Di=0.

On en conclut que la droite (DJ) est orthogonale a
deux droites sécantes (BI) et (GI) du plan(BGI). La
droite (DJ) est donc orthogonale au plan (BGI).

EE)1.a) BA-BD = %(BAZ +BD? — AD?).

1

—(1P 4+ 7 Ly
2

Donc BA -BD = —P)==
2

De méme ﬁ-ﬁ:%.

b) BA-CD = BA - (CB +BD)
Donc ﬁ-ﬁzﬁﬁ+ﬁ.ﬁ

Dlots BA-CD = —BA -BC + BA - BD.
FY e 1.1
Ainsi BA-CD=——-+—-=0
2 2
2.a) ﬁﬁz(ﬁ-s-ﬁ)ﬁ

Donc ﬁ-a:ﬁ<a+m~aﬁ

Or BA-CD = 0.

De plus, la droite (AH) est orthogonale au plan
(BCD), donc la droite (AH) est orthogonale a toute
droite de ce plan. En particulier, la droite (AH) est

orthogonale a la droite (CD) d'ou AH.CD = 0.
AinsiBH-CD=0+0=0.
b) « Dans le triangle BIC rectangle en I, on a:
BI?=BC* — CI

N}

5

S £ D - T
d'ol BI* =1 —|=| == soit Bl =
2 4

« La hauteur issue de B dans le triangle équilatéral
BCD est aussi médiatrice donc I est le milieu du seg-
ment [CD]. Ainsi la droite (Al) est la hauteur issue de

A dans le triangle (ACD), donc de méme Al = ?
< BA-Bi= %(BAZ +BI2 — A%
2 2
Donc BA Bl = ~|1 + BB
2 2 2 2

c)H est le projeté orthogonal du point A sur la
droite (BI). Ainsi BA-BI = BH-BI.

Dot BA - BI = BHx BI = “=BH.

On en déduit que : % =

1
Clest-a-dire BH=—=.
V3
3. La distance du point A au plan (BCD) est AH.
Dans le tnangle ABH rectangle en H,
= AB? — BH

2
1
Ainsi AH? =12 7[—} =
NG

Soit AH = \/g
3

On en conclut que la distance du point A au plan
(BCD) est égale a \E

[EI a) Contre-exemple :

ABCDEFGH est un cube. Les droites (BF) et (EH) sont
orthogonales a la méme droite (EF) mais elles ne
sont pas paralléles.

N‘& N‘&

wIN

G

H

YR P c

b) Contre-exemple :

Il suffit de prendre une droite (AB) orthogonale a un
plan ? avec B n‘appartenant pas au plan &.

¢) Contre-exemple :

ABCDEFGH est un cube. La droite (GC) est contenue
dans le plan (GCB).

Le point E n‘appartient pas au plan (GCB).

La distance du point E au plan (GCB) est EF.

Mais les droites (GC) et (EG) sont orthogonales
donc la distance du point E a la droite (GC) est GE.
Et la distance EF n'est pas égale a la distance EG.

H G




e Représentations

paramétriques et
équations cartésiennes

Fila)1(—1;-1;4),J(0;—3;4),K(—3;0;5).
b) « On note A, la médiane issue de A.

Ac A, et AﬁK(fs ;4,;2) est un vecteur directeur

de A,

Donc A, a pour représentation paramétrique :
x=2-5t
y=—4+4t (teR).
z=3+2t

«» On note Ag la médiane issue de B.
Be Aget B_j(4 ;—5;—1) est un vecteur directeur

de Ag.

Donc Ag a pour représentation paramétrique :
x=—4+4t
y=2-5t (t' e R).
z=5-t

+ On note A la médiane issue de C.

CeAcet 6(1 ;1;—1) est un vecteur directeur de
Ac.
Donc A a pour représentation paramétrique :

x=—-2+t"
y==2+t" (t"eR).
z=5-t"

c) « On résout le systeme :

2-5t=—4+4t S5t+4t' =6
—4 44t =25t qui équivaut & {4t+5t'=6
342t =5+t 2+t =2
2
t==
soit 3 .
r—2
3

2 . .
» On remplace t par 3 dans la représentation para-

métrique de A, afin de déterminer les coordonnées
de G.

x=2—5><g

} 2 4 4 13
=—4+4x= . Ainsi G[—f;—f;—].
7 3 373

2
Z=3+2x—

3
« On vérifie que G € Ac.

4 "
——=-2+t
3

5= —24t" cequiestéquivalenta t” = %

E —5_ tr/
3
Ainsi, G € Ac.

Corrigés

EENa) AB(—2;0;—4), AC(;—3;—4).

Les coordonnées de ces vecteurs ne sont pas pro-
portionnelles, donc ils ne sont pas colinéaires et les
points A, B, C ne sont pas alignés.

b) /i est un vecteur normal au plan (ABC) si, et seu-

lement si, {n ’ g =0 Cest-a-dire
n- =
—2a—4c=0 soit 2a+4c=0
a-3b—-4c=0 a-3b—-4c=0"
) {f,a:rg:c,:‘;co: o estsuccessivement équivalent

3 a=—2c a=—2c a=—2c
3b=a-4c 3b=—-2c—4c b=-2c"

d)Pourc=1, n(—2;—-2;1).

e) (ABC) a une équation cartésienne de la forme :

—2x—2y+z+d=0.0rA(2;4;1) € (ABC), donc

—2x2-2x4414+d=0donc —11+d=0et

d=11.

Ainsi, une équation cartésienne du plan (ABC) est :
—2x—2+z+11=0.

21 a) un point de d appartient 3 @

b) BH et i sont colinéaires
Ked.

Corrigés 3



Corrigés

e Limite des suites

320 1. a) Pour tout entier naturel n,
4n—1)Y2-3=4n>—8n+4-3=u,

b) lim (n—1)=+00

n——+00

donc liT 4(n -1 = + oo (limite d’un produit) et

n—-+o0
lim u, = +oc (limite d'une somme).
n—+o00

2. Pour tout entier naturel n =1,

2 1
u, =4n*|1- =+ —|.
" { n 4n2]

2 1
lim 1—7+—2]:1 et lim 4n* = + oo donc
n—+oo n 4n n—-+oo
lim u, = +oo (limite d'un produit).
n—+o00

3. a) Démontrer que pour tout entier naturel n = 4,
u,= 2n? équivaut a démontrer que pour tout entier
naturel n = 4,2n* — 8n+1=0.
Les racines réelles du trindme 2x* — 8x+ 1 sont
6 =2-05V14 et x, =2+0,5/14
Le trindme 2x? — 8x + 1 est positif sur |x, ; + oof et
x,~ 3,88 donc, pour tout entier n=4
2n’ —8n+ 1= 0etdoncu, = 2n*
b) lim (2n*) = +oc donc, d'aprés un théoréme de

n—-+o0
comparaison, lim u, = + oc.

n—+o0

[T a) On tabule les suites (27) et (n’) et on
constate que le plus petit entier naturel supérieur
ou égal a 2 tel que 2" = n®est n = 10.
b) Pour tout x € ]0; 4 oof, f(x) =x* — 3x* = 3x — 1.
La fonction f est dérivable sur [0; + oo en tant que
fonction polynome et

f/(x) =3x% —6x —3=3(x* — 2x — 1).
x> —2x—1 possede deux racines
X =12 et Xy =1+42.
f est donc décroissante sur [0;1+ /2] et croissante
sur [14+2;+ .
c) - Initialisation : 2'° = 1024 et 10> = 1000 donc
2= 10°
« Hérédité : on suppose que pour un entier naturel
k=10,2"= K.
Alors 261 = 243,
Or, la fonction f est croissante sur [10; 4+ oof, donc
f(k) = f(10) c'est-a-dire 2k° — (k + 1) = 669 ce qui
implique que 2k = (k + 1),
On en déduit donc que 2€ 7" = (k + 1)%,
« Conclusion: pour tout entier naturel n= 10,
2" =nd, o
d) Pour tout entier naturel n = 10, = =n.

réelles

lim n =+ o0 donc, d'aprés un théoréme de com-

n—+00
n

lim = = +o0.

n—+oc n?

paraison,

[EF3 a) Pour tout entier naturel n, n> < n? + 4 (car

0<4)etn*+4<n’+4n+4(car0 < 4n).

Ainsi, pour tout entier naturel n,
nP<n’+4<(n+2)>

b) La fonction racine carrée est croissante sur

[0; + oo, donc on déduit de a) que pour tout entier

naturel n, n< \/n2 +4=<n+2, soit pour tout
entier naturel n=1, 1<u, < nT-FZ c'est-a-dire
1<u, <1+ 2

n
c) lim

n—-+o0
gendarmes, lim u, =1.
n—-+oo

2 R s
[1 +7] =1 donc d'aprés le théoreme des
n

a) Laffirmation est vraie. En effet, (u,)converge
donc (2u,,) converge (produit) et (v,,) converge donc
(—3v,) converge (produit), donc (2u,— 3v,)
converge (somme).

b) Laffirmation est vraie. En effet, pour tout entier
naturel n, v, = (u,+v,) —u, donc la suite (v,)
converge (différence).

) Laffirmation est fausse. En effet, si pour tout
entier naturel n =1, u, = —

n

converge vers 0, (u,v,) converge vers 0 mais (v,)
diverge vers + oo.

et v, =n, alors (u,)

a Compléments

sur les suites

1.m, ;= 0,9m,, donc la suite (m,) est géo-
métrique de raison 0,9.

Comme —1<09<1, lim 0,9"=0.
n—+o00

La limite de la suite (m,,) est 0.

2.a) my = 25000 et la raison de la suite (m,) est
inférieure a 1, donc cette suite est décroissante.

Un jour, il restera moins de 1 kg de glace.

B [Lfrom math import *
2
3 def Seuil(p):
4 n=0
s m=25000
3 while m>=1:
7 n=n+1
8 m=0.9%*m
9 return n,m
On obtient :
>>> Seuil(1)
(97, ©.9108847355139755)

Il restera moins d’un kilogramme de glace au bout
de 97 jours.
1
Fila) uy=— et u, = —.
16 256
L 1 1
b) Initialisation: vy = —, u; =—.
4 16
DoncO<u;suys<1.
Hérédité : on suppose que pour un nombre entier
naturel k, 0 <u, , ; <u,<1.
On démontrealorsque 0 < uy, , < up, ;< 1.
De I'hypothése de récurrence et comme la fonction
carrée est croissante sur l'intervalle [0; + oo, alors
Osuk+1zéukzé1soitOsuk+2$uk+1 <1
Conclusion : pour tout entier naturel n,
Osup,;su,s1.
c) La suite (u,) est décroissante et minorée, elle est
donc convergente.

1
£ a) Faux. En effet, si u, = — alors v, = — 2n.
n

lim u, =0 etpourtant
n—+o0

b) Vrai. En effet, pour tout entier naturel n, 2 <u,
1 1 -2 ™

donc —<— et — < —1 clest-a-direv, = — 1.
un un

c) Faux. En effet, la suite
-2

Vo= = —2n est également décroissante.

n
d) Faux. En effet, u,=(—1)" est divergente et

—2
7

BRC

lim v, = —oc.
n—+o00

[1} est décroissante et
n

=—2(—1)"" est également divergente.



9 Limites des fonctions

5 a) g(kn) = (kn)* x sin(kx) = 0.

b) A est un nombre réel, A > 0.

Il n'existe pas de réel x, > 0 tel que pour tout réel
X >x5 g(x) > A

En effet, il existe un entier naturel k tel que kr > x,

(il suffit que k= E[ ] ) et alors g(kw) =0 soit
g(km) < R

Donc la fonction g ne peut avoir pour limite + oo en
+ oo.

[El 1.a) Pour tout réel x, —1<sin(x)<1 et
e ">0donc —e "<e "sin(x) <e *cest-a-dire
—e 'sgx)se "

"T e ¥ =0. donc d’apreés le théoreme des gen-
X0
darmes, lim g(x) =
x—+00
b) La droite d déquation y = 0 (I'axe des abscisses)
est une asymptote horizontale en + oo a la
courbe 6.
) Pour tout entier relatif k, g(kw) =
Donc € coupe la droite d aux points de coordon-
nées (km;0).
2. A est un nombre réel, A > 0.
Il n'existe pas de réel x, < 0 tel que pour tout réel
X <xg g(x) > A
En effet, il existe un entier relatif k <0 tel que

km < x, (il suffit que k < E[ ] ) et alors g(k=) =
soit g(km) < A.

Donc la limite de la fonction g en — oo ne peut pas
étre + oo.

EEEl a) Pourx > 0, OS—)s

T

lim =0, donc d'aprés le théoreme des gen-
x—Fo0 J— f(x)
darmes lim ——= =0.

xotoo X

L'affirmation est vraie.
b)On pose pour x>0, g(x)= @ alors
f(x) = xg(x). .

lim g(x)=2 donc lim f(x)=+oc et laffirma-
x—+00 x—400

tion est vraie.

Compléments
sur la dérivation

1. a) La fonction g est dérivable sur R et pour
tout réel t,

gt)y=e'+1xe' +txe =2+t
b) Pour tout réel t, e’ > 0, g'(t) est donc du signe de
2+t
On obtient le tableau suivant :

t — 00

La fonction g admet donc un minimumen t = — 2.
c) g(—2)~ 0,9, on en déduit que pour tout réel t,
g(t) =g(-2) >0.

2. a) La fonction f est dérivable sur R* et pour tout
réelt =0,

1 1

1x H—e? —rx_—;e;
t
f'(t)=

(t) I

14 et
! 1
T+el +-— e‘ [;]

f'(t) = =
= 12 ( 1)
T+et 1+et

b) Pour tout réel t = 0, f'(t) est du signe de g[%]
Or, d'apres a), pour tout réel t = 0, g[%] >0 donc

f'(t) > 0. Donc la fonction f est croissante sur
]— oo ;0[etsur]0;+ ool

Corrigés

I 1. a) La fonction f est deux fois dérivable sur R
et pour tout réel x,

fllx) = —2e 142

f(x) = 4e >

Pour tout réel x, f”(x) > 0, la fonction f est donc
convexe sur R.

b) f[l]:o et f’[l]:
2 2

cette tangente est y = O[x — E] +0, soity=0.

0 donc une équation de

2. a) La fonction f est convexe sur R, sa courbe €6 est
donc située au-dessus de ses tangentes sur R et
donc en particulier au-dessus de la tangente au

1
point d'abscisse 5

Ainsi, pour tout réel x, f(x) = 0.

b)f'(x) =0 équivaut a e >''< 2, soit
—2x+ 1=<In(1) ou encore x>%.
1
X — 00 5 + o0
\
f'(x) - 0 +
| T —

La fonction f admet un minimum égal a 0 sur R.
Ainsi pour tout réel x, f(x) = 0.

7l a) f et g sont les fonctions définies sur R par
f(x) = —2xetg(x) = —x+1.

Ces deux fonctions sont décroissantes sur R.

La composée fo g est définie sur R par:

(Fog)(x) = F(g(x) = F(—x+ 1) = —2(~x+1).
Soit (fo g)(x) = 2x — 2.

La fonction fo g est croissante sur R.

b) La fonction cube change de convexité en 0, elle
n'est pas convexe sur l'intervalle [— 1; 1] et n'est pas
non plus concave sur cet intervalle.

Corrigés



Corrigés

Continuité
des fonctions
d’une variable réelle

34 - La fonction x — x? —3x est continue sur R
donc la fonction k est continue sur |—co; — 1], la
fonction x+— ax+b est continue sur R donc la
fonction k est continue sur |— 1;3[ et la fonction
x — x> —1 est continue sur R donc la fonction k
est continue sur]3; + ocof.

o lim k(x) =4 et lim k(x)=—a+b.

x——1 x——1

x<—1 x>=1

limk(x)=3a+b et Iimsk(x) =26.

x—

x<3 x>3

La fonction k est continue en — 1 et en 3 si, et seule-
. [—a+b=14

ment si, {30 Lb—26

Par soustraction membre a membre, on obtient
N 1
4a = 22, c'est-a-dire a = 5

En remplacant a par cette valeur dans la 1" équa-

tion, on obtient b = ?

« Dong, la fonction k est continue sur R si, et seule-
11 19

ment a=— et b=—.
2 2

[EZ0 1. a) La fonction f définie sur
f(x) = +/3x + 4 convient.

b) - On place v, sur I'axe des abscisses.

(1) On utilise la courbe de f pour placer v, = f(v,)
sur I'axe des ordonnées.

(2) On utilise la droite d'équation y = x pour repor-
ter v, sur I'axe des abscisses.

« On recommence les étapes (1) et (2) a partir de v,
pour placer v, sur I'axe des abscisses.

» On recommence les étapes (1) et (2) a partir de v,
pour placer v, sur I'axe des abscisses.

2.a) Il semble que la suite (v,) est croissante et
qu'elle admet 4 pour majorant.

b) On démontre par récurrence que pour tout entier
natureln, 0<v,<v,, ;<4

Initialisation :v, = O0etv, =2doncO<v,<v, < 4.
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel k,
Osvysv 1 s4

On démontre qualors0< v, , ;S v, , <4

De [I'hypothése de récurrence on déduit que
4<3v+4<3v, ,+4<16.

Or, la fonction racine carrée est croissante sur
[0; 4 oo, donc

2< By +4 =< By +4 <4,

clest-a-dire 2 < v, ; S v, , < 4 et par conséquent

Osv 1Sy, ,s4

Conclusion : pour tout entier naturel n,
Osv,sv,, ;<4

Autrement dit, la suite (v,) est croissante et majorée

par 4.

3. La suite (v,,) est croissante et majorée par 4, donc

elle converge vers un réel  tel que 0 < ( < 4.

Alors lim u, ;= /(.
n—+oo

par

4
5t
3

La fonction f est continue sur lintervalle

I:l—%;+oo doncen /.

Ainsi, lim f(u,) = f(¢), donc d'aprés l'unicité de
n—+o0
la limite d'une suite, ¢ est solution dans I de I'équa-
tion f(x) = x.
Dans I, l'équation est équivalente a I'équation

3x+4 =x, Cest-a-dire 3x + 4 = x? (la fonction

carré  est croissante  sur  [0; 4 ocf),  soit
¥ —3x—4=0.
Oor,0<{¢=<4.

Dans [0; 4], la seule solution de cette équation est 4,
donc la suite (v,) converge vers { = 4.

1. a) La fonction g est dérivable sur R et pour

e

2\1+e*
Pour tout réel x, g’(x) > 0, donc la fonction g est
strictement croissante sur R.

Deplus, lim g(x)=+occ et lim g(x)=1.
x—+00 X——00

tout réel x, g'(x) =

Or, 7€]1; + oo[, donc I'équation g(x) =7 admet
une unique solution x, dans R.

b) g(0) =2 et g(5) =1+ ¢€° soit g(5) ~ 12,2.
Or, 7€ N2 ;\1+€°[ donc0 < x, < 5.

2. a) Ce programme renvoie I'arrondi avec p chiffres
apreés la virgule d'une valeur approchée par exces a
10™ P prés de x,.

Voici I'affichage obtenu.
>>>

3.871202

Donc 3,871 201 < x, < 3,871 202.

[T a) Si pour tous réels a et b d’un intervalle I avec
a<b et si pour tout kelf(a);f(b)], équation
f(x) = k admet au moins une solution c €]a;b],
alors la fonction f est continue sur L.

b) La fonction représentée respecte les hypothéses
de la réciproque, mais cette fonction est discontinue
enadela;bl.

A

(o)

ke
f(a)t--

Y

ad---
o
Fe o I

o]




0 Fonction logarithme

FFH Les coordonnées de M sont [%;M]

2
a+b In(a) +In(b)]
202

cest-a-dire

soit (—a a b;ln(ab)] .
2 2

Les coordonnées de N sont [%b;o]. Donc

MN = %In(ab) Cest-a-dire MN = In(</ab).

EFE] a) Pour déterminer

x—— 3x+1
lim In(3x+1) on uti-
x—+00

X —— In(X)

lise le schéma de com-

position ci-contre.
lim X=+o00 et

xX—+00

Donc lim In(3x +1) = 4 oc.
x—+400

lim In(X) =+ oc.
X—-+oo

lim (x —5)=+oc.

X—+00

D'apreés la limite d’'une somme  lim g(x) = + occ.
X—+00

D’autre part,

b)  La fonction g est dérivable sur [0 ; + oo et pour

tout réel x=0: ¢g'(x)= 3 +1 clest-a-dire
3x+1
g'(x) _ 3x+4
3x+1
Pour tout nombre réel x=0, 3x+4>0 et

3x+1>0doncg’(x) >0sur[0;+ oo
On en déduit le tableau de variations de la fonction
gsur[0;+ ool.

x 0

g'(x) +

/+m
-5

c) Le tableau de variations de g et le théoréme des
valeurs intermédiaires permettent de conclure que
I'équation g(x) =0 admet une unique solution «
dans [0; + oo.
g(2)=In(7) -3 et
g(2) <0.

g(3) =In(10) — 2etIn(10) — 2~ 0,3 doncg(3) > 0.
g(2) <0etg(3) >0donc2 < a<3.

d) En tabulant avec la calculatrice on obtient :

2,76 < o < 2,77.

In(7) =3~ —1,05 donc

2.76
2.71

-0.0121364
CRCCICTTTNY

In(1)

[FX]1.a) log(1) = in10) = 0;
_In(10) _
log(10) = 1157 = 1
In(0,1) '”[%] ~In(10)
logl0.1) = In(10)  In(10)  In(10)
a In(10") nin(10)
log(10") = In(10) ~ In(10) -
. _In(ab)
b) « log(ab) = in(10)
_In(a) +In(b)
loglab) === 150)
~In(a) | In(b)
loglab) = In(10) M In(10)
log(ab) = log(a) + log(b)
In[g]
. |()§; fl = b
b) In(10)
a) _In(a)—In(b)
IOQ[E] ~In(10)

In(a)

'Og[g] “In(10)  In(10)

In(b)

Iog[g] = log(a) —log(b)

2. a) la fonction log est dérivable sur ]0; + oof et

pour toutx >0:

log'(x) =

In(10) est positif donc pour tout réel x>0,

log’(x) > 0.

La fonction log est strictement croissante sur

1
"~ xIn(10)’

—1;

10; + ool.
Voici le tableau de variations de la fonction log.
x 0 + o0
log’(x) +
+ 00
log(x) /
— 00

b) « Une équation de la tangente T a la courbe au

point d'abscisse 1

y=1log'(1) (x = 1) + log(1).

Or, log'(1) =

1
In(10)

est de la forme

etlog(1) =0.

Une équationdeTest y = #(x —

«Une équation de la tangente T’ a la courbe au

point d'abscisse 1

y=10g’(10) (x — 10) + log(10).

In(10)

0 est de la forme

1
Or, log'(10) = ————— etlog(10) = 1.
g'(10) T0In(10) g(10)
1
Une équationde T est y = ———(x—10) +1
q Y= ooy " 10
1
clest-a-dire y = x—10)+1.
Y= Jomao) 10
Voici la courbe représentative de la fonction log.
A
/
3 ]
) - /
Z I
1 /
Tt
0| | =T |
et 2 3 4 5 6 7 8 9
2
|
311°9()

Corrigés

FEH a) Faux. En effet, six > e'® alors In(x) > 100.
b) Vrai. En effet, la fonction f définie sur ] 0; + oo

par f(x) =x — In(x) avec f'(x)=1 1 c'est-a-dire
x

Flx) ==

sante sur [1; + ool.

Or f(1) =1 donc pour tout réel x > 0, f(x) = 1 soit
x—In(x)=1.

On a alors pour tout réel x > 0, x — In(x) = 0 c'est-a-
dire In(x) <x.

) Vrai. E1r30effet, pour x > 0, In(x) = — 100 équivaut
ax=e .

d) Vrai. En effet, la fonction In est strictement crois-
sante sur ]0; + oo[ donc linéquation In(x) =10

! est décroissante sur ]0; 1] et crois-

équivaut a x = e’ on pouvait aussi justifier cette
affirmation par le fait que  lim In(x) = + co.
X—+00

Corrigés



Corrigés

@ Fonctions sinus

et cosinus

1. a) Pour tout réel x,

g(x + =) = sin(x + w) cos(x + )

g(x + ) = — sin(x) x (— cos(x)) = sin(x) cos(x).
Ainsi, pour tout réel x, g(x + ) = g(x) donc la fonc-
tion g est périodique de période .

b) Pour tout réel x, g(— x) = sin(— x) cos(— x).

Or, la fonction sinus est impaire et la fonction cosi-
nus est paire.

Donc, pour tout réel x, g(— x) = — sin(x) x cos(x)
soit g(— x) = — g(x). La fonction g est donc impaire.
2. a) La fonction g est le produit de deux fonctions
dérivables sur R donc elle est dérivable sur R, donc

sur

0;E
2

On pose u(x) = sin(x) et v(x) = cos(x).
Alors, u'(x) = cos(x) et V/(x) = — sin(x).

Donc, pour tout réel x de

0; 7,
2
g(x)= cosg X) X cosgx (sin(x) x (= sin(x))
g'(x) = cos”(x) — sin“(

Or, pourtout réel x, cos ( ) 4 sin®(x) =1
donc sin?(x) = 1 — cos?(x )

g'(x) = cos’(x) — (1 — cos*(x))

g'(x) = 2cos(x) — 1.

g'(x) = (V2 cos(x) + 1) (v/2 cos(x) — 1).

0; g] 0 < cos(x) < 1donc V2 cos(x) +1=1.
V2cos(x) =1 sur

Sur

g'(x) est donc du signe de

{0;3.
2

Dans 0;%, linéquation 2 cos(x)—1=0 équi-

vauta cos(x) = % ;ainsi, 0sx< %

Dans , linéquation 2 cos(x)—1=<0 équi-

0;E
2

2 L.w T
== ainsi, —=x=—.
2 4 2

Ainsi, la fonction g est croissante sur

vauta cos(x)

0;E et

i

. . s
décroissante sur

b) Pour dresser le tableau de variations de la fonc-

tiongsur |——

37 L . R
Sl on utilise la réponse a la ques-

tion a) et le fait que la fonction g est impaire et
périodique de période w (question 1.).

L.z x m 3 5 3w
2 4 4 4 4 2
0 ] 1
2 2
X \ \ \
g(x) 7%/4 7%/ 0

a) On cherche des points du cercle trigonomé-
trique qui sont aussi situés sur la premiere bissec-
trice.

Donc, dans [—

«; w], l'équation

sin(x) = cos(x) a

31.3}
44

b) Dans [— w; 7, linéquation cos(x) > sin(x) équi-

deux solutions EL et T,
4 4

L'ensemble des solutions est & = {7

. 3w ™
vauta —— <x < —.
4 4

L'ensemble des solutions est & = _3m.x

i

|72 a) Si x, est solution de (E), alors sin(xy) = o,
clest-a-dire 2sin(x,) = xo. 2
Or, pour tout réel x, — 1 <sin(x) <1

donc — 2 < 2sin(x) < 2.

Ainsi, — 2 < 2sin(xy) < 2, cClest-a-dire — 2 < xy <2
soitxg € [~ 2;2].

b) Si x, est solution de (E), alors sin(x,) = o

Or, sin(— xo) = — sin(x,) car la fonction sinus est im-

paire ; or, —sin(xy) = — o

2
Xo) = —0. Ainsi, — x, est solution de (E).

— X
:TO, donc

sin(—

Primitives, équations

différentielles

[EET a) Pour tout réel xde ]— 1; 0],

a b 4
x T+x (1+x7
a(l+x)?  bx(1+x) cx
x(1+x)? x(1+x)?7  x(1+x)?
a1+ x)? +bx(1+ x) +cx
- x(1+ x)?
a1+ 2x +x%) + b(x +x*) + cx
- x(1+ x)?
(@+bx*+Qat+btcxta
B *(1+x)?
b) Pour tout réel x de |— 1; 0|,
g =22y <
x 1+x  (1+4x?
si, et seulement si, pour tout réel x de |— 1; 0],
1 (@a+bx*+Qa+b+c)x+a
x(1+ x)? B x(1+ x)?
‘ a+b =0
clest-a-dire {2a+b+c = 0,soita=1,b=-1
a =1
etc=—1.

Ainsi, pour tout réel xde |— 1; 0],

x 14+x (14x)7
) Sur]—1;0[, x <0 donc —x > 0, ainsi une primi-

tive sur ]—1;0[ de la fonction le soit
x

—1
x — — estlafonction x+— In(—x).
—X
Donc une primitive sur ]— 1;0[ de g est définie par

G(x) = In(—=x) = In(1+ x) + L'

T+x
L'ensemble des primitives sur |— 1; 0[ de la fonction
g est donc constitué des fonctions
définies  sur

1
In(—x) = In(1+x) + ——+C
I ) = (1) +

]— 1;0[ ol C est une constante réelle.

EIiT 1. a) La fonction v est solution sur [0 ; + oo| de
'équation différentielle 4y’ 4 24y =4 x 9,8 soit
V' =-—6y+98.

b) Les solutions sur [0; + oo[ de I'équation différen-
tielle y’ = — 6y + 9,8 sont les fonctions

toke o — 28 it ke + 28 gefinies

sur [0; + ool ot k est un nombre réel.
2. a) v est solution sur [0; 4 oo[ de Iéquation diffé-
rentielle ) = — 6y + 9,8 donc il existe une constante
réelle k telle que pour tout réel t = 0,

v(t) = ke + 5%8.

Or, v(0) = 0, ainsi ke~ =0.

6x0 98
6

98 _ 0, soit k = 9'8.

6 6

On en déduit que pour tout réel t = 0,

v(t) = ,%e*f’f +% - %(1 _
6 6 6

e o,

9,8

b) v(20) = f“ —e %) soit v(20) ~ 1,6.

La vitesse du corps aprés 20 s est environ égale a
1,6ms !



50 1. a) Pour tout réel x = 1,

ax? +bx+c+ d
1—x

_—ad t(@-bx*+b-c)x+c+d

1—x
Le systéme :
—a=1 a=-1
a-b=-6 b=5
équivaut a
b—c=1 c=4
c+d=0 d=-4

Ainsi, pour tout réel x = 1,

f(x):—xz-i-Sx-i-4—1 4

— X

1
b) f 2f(x)dx

- [—1):3 4222 4 4x 4 4ln(1— x)°
37 2 o

[ 2 fde = —ain@) + 3
0 12

2. Pour tout réel x de , ,0npose:

0;l
2

u(t)=—"
T1—x

V() =3 —12x +1 v(x) =" —6x +x

u(x) =In(1 —x)

Les fonctions u et v sont dérivables sur , les

0;l
2

0;1}.
2

D’aprés la formule d'intégration par parties :

fonctions u’ et v/ sont continues sur

1= [(x3 —6x% + x)In(1— x)]O%

7\/‘%7x3—6x2+x
0 T—x

dx

1
7 —

_7 2 rapre .
Ifsln(Z)—l-j; f(x)dx et daprés la ques
tion 1.

7 31 31 25

I==In(2) = 4In(2) + — = — ——In(2).

gN@) —4In2) + = == —=-In2)

[EI 1. a) Pour tout réel x, f(x) = g(x) équivaut a

soit  x*=4,

1
4-x2=1- sz, c'est-a-dire
x=—2o0ux=2.

Les points d'intersection de C; et C, sont A(—2;0)
etB(2;0).

b) Pour tout réel x de [— 2; 2],

()~ 9(x) = (4 52) - [1 - %xz]

o 3., 3, >
f(x)—g(x)—3—4x —4(4 x°)
4 — x? = 0donc g(x) < f(x).
2
2. A= f_z(f(x) — g(x))dx
3 r2 1
A:Zf_z(4—x2) = —|4x §x372

ZEE— —E = 8 donc A =8ua.
41 3 3
[EZ a) Pour tout réel t,
1 t?
—— = donc 1— 220 et
1+t 1+t t
12s1.
1+t
1 2 t*
— (-t =——,
1+t = 1+t
donc —(=t)=0et1-t’<

+t? 1+

b) D’aprés la propriété d'intégration des inégalités :

f;m—rz)dtslsﬂwt

e =1 ‘1) 1] _2
fo t= etfo(—t)t_t—gto_g,

donc EslsL
3

c) Avec la calculatrice :

I;1+( 1+x2) dx

Corrigés

[l a) f est la fonction définie sur I1=[0;1] par
f(x) =x°
Sa valeur moyenne sur I est :

T 13 1
p= | xdx=|=x| =-.
j;) 3 b 3
D’autre part M = l,
2 2
f(0) + f(1)

donc, =

b) fest la fonction définie surI = [0; 1] par f(x) = e".
Sa valeur moyenne sur I est :

_ 1x P |
u—j;edx—[e]o—e 1.

1
D'autre part f[%] =e2, donc p = f[%]

Corrigés 9



Corrigés

. z Situation 2 m a) On sait que :
Succession d’épreuves QK P1+Py+ Pyt Pyt Ps+pe=1,
. - Urne 1 Urne 2 Urne 3 donc p3+p,+ps+p,+ps+p,=1.0r p,=2p;
indépendantes. 1 donco st 2
y . 3 onc9p; =1et p; =—. Ainsi, p, = —.
Schéma de Bernoulli LA E E
2 < A . 1 2
A 2 3 A Conclusion: p, = p; = p; = getp2 =Py =P = 5
S’ENTRAINER 7 1 A b) Epreuve de Bernoulli: lancer le dé et on prend
1 2 A 3 pour succes S : « Le résultat est pair ».
[EE] situation 1 3 5 - >
2 3 A P(S) =Py Py +Ps =3
Urne 1 Urne 21 Urne 3 1 A Schéma de Bernoulli: on répére n fois cette
3 Vv 3 épreuve dans des conditions d'indépendance.
1 v < 2 1 A 5 — Loi binomiale : |a variable aléatoire X qui compte le
- 5 — 3 = A
3 v n ‘:’ nombre de succés suit la loi binomiale %[n ; %]
)
1 1 = A ¢
1 1 _ 3 v 3 7\< Ainsi, q,,=1—P(X=O)=1—[%].
3 2 v < _ 2%
2 v 3 (1) et
3 o B B -~ g, > 0,999 équivaut a 1— 3 > 0,999 clest-a-dire
1 v b) p' =P(A;A;A)+P(A;A;A)+P(A;A;A) 7"
3 +P(A;A;A) -| <0001
2 1 v 3 !
2 3 I3 _2,1.2,1.1.2.2.1.2.2 1 1 Ainsi q,>0999 équivaut 3 nln[§]<ln(0,001)
v 37273'37°2"3"'372"3 ' 3"2"3 In(0,001)
1 clest-a-dire n > , soitn=7.
1 — Vv , 1202 [1]
- _ 3 p=—==— In| —
2 v < 18 3 3
2 v La probabilité d'obtenir A une fois au plus est égale
3 v zp P 9 I3 a) « Ne pas obtenir de succés »
a-. b) « Obtenir au moins trois succes »
b) p=1-P(V;V;V) :1—z><1><2 3 ) « Obtenir au moins deux succes »
Y 37273
2 7
=1-==°=
P 9 9

La probabilité de tirer au moins une boule verte est

égale a 7
5

10



Sommes de variables

aléatoires

Ela
N
A 20 30 40 50 60 | Total
40 1 2 0 1 0 4
50 3 4 5 3 2 17
60 3 4 2 6 5 20
70 2 1 3 2 1 9
Total 9 11 10 12 8 50
Voici la loi de probabilité de X :
a 40 50 60 70
4 o s
PX=a) | 3 50 50 50
Voici la loi de probabilité de Y :
b 20 30 40 50 60
o (1w 2]s
P(Y=b) | 55 | 50 | 50 | 50 | 50

E(X) = 56,8 et E(Y) =39,8

b) E(Z) = E(X) + E(Y) = 96,6

IEN 1.E(X) = 3,79 et 6(X) &~ 1,34.

2.0n peut considérer une playlist de 20 morceaux
comme un échantillon de taille n = 20 de la loi de
probabilité de X.

La durée totale d’une telle playlist est alors donnée
par la variable aléatoire somme S,,.

E(S,0) = 20E(X) = 75,8 et 0(S,0) = +20 6(X) donc
0(Sy0) & 6.

3.a) E(S,) = nE(X) et o(S,) = no(X).

b)

251

Il s'agit d’une relation linéaire.
o]

4..

X
3+ x
X
X
2T X

0l 1 2 3 a4 5 6 7

Il s'agit d’une relation quadratique, les points sont
sur une courbe qui rappelle celle de la fonction
racine carrée.

a) Si X est une loi binomiale de paramétres n et
p, alors X prend toutes les valeurs de 0 a n.

Alors 2X prend comme valeurs uniquement les
nombres entiers pairs entre 0 et 2n. Elle ne suit donc
pas une loi binomiale.

b) Lécart-type de la somme S, de I'échantillon est

a(S,) = \/r_w(X). Il est donc bien modifié quand on

augmente la taille n de I'échantillon.

c) Lécart-type de la moyenne M,, de I'échantillon est

a(M,) :%. Quand on augmente la taille n de
n

Iéchantillon, la valeur de ~/n augmente, et donc la

valeur de o(M,,) diminue.

Corrigés

Concentration. Loi des
grands nombres

1. a) X suit la loi binomiale de paramétres n et
p=0,1.

b) Lespérance de X est 0,1 x n et sa variance est
nx0,1x09=0,09 x n.

2. a) X donne le nombre de fois ou le chiffre 5 appa-

rait donc F = X donne sa fréquence d’apparition.
n
b) Lespérance de F est :
l><0,1><n:0,1.
n

) La variance de F est :

iz x0,09xn= w

n n
d) Lorsque n prend des valeurs de plus en plus
grandes, la variance de F prend des valeurs de plus
en plus proches de 0.
3. a) Pour tout nombre réel 6 > 0,
0,0

P(F—0,1|=8) < ——.
( 1=0="5

b) Pour 6 = 0,05, on obtient :
P(F —0,1|= 0,05) < >
n
et avec I'événement contraire :

P(F —01]<0,05)=1-32,
n

soit P(0,05 <F <0,15)= 17§.
n

c) On cherche n tel que 1—3—62 0,9, clest-a-dire
n = 360. n

=T - Pour tout réel t > 0, P(X — ==Y ouv
W 2
est la variance de X. t

\%
Il existe un réel t > 0 tel que — < 0,01, cest-a-dire

tzzl, soit t=-——..
0,01 0,1
La proposition P est vraie.
. \ >V
»On prend un réel t > , alors t©>—, donc
0,5 0,5

05> % et 1- 2 > 05.
t t

\%
Alors P(X —p| < t)=1— z >0,5.

La proposition Q est fausse.

Corrigés 1



